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1 Un peu de dénombrement

1.1 Les régles de base

Dénombrer, c’est I’art de savoir compter le nombre d’éléments d’un ensemble. Sa maitrise
permet souvent de montrer de jolies formules parfois sans efforts. Elle demande un peu d’intui-
tion car il peut étre facile de se tromper sur son comptage.

Nous allons voir quelques régles dites "de base" pour apprendre a compter. Sans toutes les
énoncer car celles-ci sont "évidentes", elles permettent déja de dénombrer pas mal d’ensembles.

Définition 1.1. Le cardinal d’un ensemble A est le nombre d’éléments qui composent A.

A notre niveau, on distinguera trois possibilités pour le cardinal d’un ensemble.

Un ensemble est soit de cardinal
e dénombrable, que ’on sépare en deux catégories :

— fini : il y a un nombre fini d’éléments dans I’ensemble.

— infini dénombrable : il y a un nombre infini d’éléments que ’on peut lister dans
une suite indexée par les entiers naturels; le premier, le deuzieme, etc. C’est le
cas des entiers naturels, des fractions rationnelles, etc.

e indénombrable : il y a un nombre infini d’éléments et on ne peut pas les lister dans
une suite indexée par les entiers. C’est le cas de I'ensemble des nombres réels, de

I’ensemble des parties de N, etc.

On décrit quelques regles de base sur les cardinaux.

Si A et B sont deux ensembles en bijections, alors :

Card(A) = Card(B)

Ce principe permet de ramener le dénombrement de A & un dénombrement plus simple, celui
de B. Par exemple, considérons un marcheur qui se déplace sur une grille soit vers le haut de
1 case, soit vers la droite de 1 case. I part du point (0,0) et arrive au point (2,2). Combien y
a-t-il de chemin possible 7 Il y en a autant que d’anagramme du mot RU RU, c’est-a-dire 6.

Soient A et B deux ensembles finis. On note A x B I’ensemble des couples :
Ax B={(a,b)|ac A be B}

Alors :
Card(A x B) = Card(A) x Card(B)

Si je lance un dé et une piéce de monnaie, combien y a-t-il d’issues possibles? Réponse :
6 x 2 = 12. En probabilité, cela permet de calculer les probabilités lorsqu’on effectue deux
expériences indépendantes successives. Dans une urne, il y a une boule blanche et deux boules
noires. Je tire une boule au hasard et je la repose, puis j’en tire une deuxiéme au hasard. Quelle
est la probabilité de tirer deux boules noires de suite ? Réponse :
2x2 4

3x3 9




Soit A et B deux sous ensemble d’un ensemble fini 2. Si A et B sont disjoints alors :

Card(A U B) = Card(A) + Card(B)

En particulier si A et B forment une partition de Q1!, alors Card(B) = Card(Q2) — Card(A).
On en déduit par suite la formule suivante pour A et B non nécessairement disjoints :

Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B)

Si je lance deux dés au hasard, quelle est la probabilité que I'un de mes dés soit 67 1l y
a 36 issues équiprobables possibles notées (n,m) ou n (resp. m) est issue du premier (resp.

deuxiéme) dé, avec n,m € {1,...,6}. Alors la probabilité de faire un 6 vaut :
6+6—1 11
36 36

Soit © un ensemble et A un sous ensemble de Q. On note 1 4 la fonction indicatrice du
sous-ensemble A, c’est-a-dire la fonction

14:Q— {01}

lsiae A
“ Osia ¢ A

Cette fonction a une utilité théorique importante, il sera primordial de connaitre sa définition.
Par exemple, la fonction
ﬂ[a,b[ :R—=R

est la fonction qui vaut 1 sur I'intervalle semi-ouvert [a,b[ et 0 en dehors. Autre exemple,

Card(A) = Z T 4(e).

e

Soit 2 un ensemble. On note P () 'ensemble des parties de 2, ¢’est-a-dire ’ensemble :
P(2) = {A | A est un sous-ensemble de 0}

Alors :
Card(P(Q)) = 2624

En effet, notons wy,...,w, les éléments de Q. Alors P() peut étre mis en bijection avec
I’ensemble produits de n termes :

{0,1} x {0,1} x ... x {0,1}
Via Dapplication :
P(Q) — {0,1} x {0,1} x ... x {0,1} = {0, 1}Card()
A— (La(wn), Laws), ..., La(wy))

Par exemple si Q = {1,2,3,4} alors le sous ensemble A = {2,4} est associé a (0,1,0,1). Et
bien sur, on a :

Card({0,1} x {0,1} x ... x {0,1}) = 2" = 2Card(®)
1. Les ensembles A et B forment une partition de 2 si A et B disjoints et A U B = . Cette définition

se généralise a une famille de sous-ensembles (Aq,...,A,) de Q. Cette famille forme une partition de Q si les
ensembles Ay, ..., A, sont deux-a-deux disjoints et leur union est 2. Autrement dit, on a découpé 2 en n morceaux
A,y An.



1.2 Permutation

Soit €2 un ensemble de n éléments. Par défaut, 'ensemble € n’est pas ordonné et sans répé-
tition : on peut aussi bien écrire Q = {a,b,c} que Q = {b,c,a} ou encore Q = {a,b,c,a,b,b}.
Quand on écrit "Soit wy,...,w, les éléments de 2." c’est en fait une maniére d’ordonner l’en-
semble ) : le premier est wy, le deuxiéme est wo, etc. Bien évidemment il n’y a pas qu’une maniére
d’ordonner (2.

Définition 1.2. Une permutation de I'ensemble {2 est un fagon de ranger les éléments
de 2 de maniére ordonnée. De maniére équivalente, c¢’est une bijection de € sur I’ensemble
{1,...,n} (lorsque 2 n’est pas I’ensemble vide).

Par exemple, il y a six maniéres de ranger I’ensemble Q = {a,b,c}. On choisit le premier
élément : il y a 3 possibilités parmi {a, b, ¢}. On choisit ensuite le deuxiéme : il y a deux possibilités
parmi les deux éléments & placer restants. Enfin le dernier élément est automatiquement en
derniére place : Donc on a 3 X 2 x 1 = 6 possibilités.

a— T
T
Q4—
T 40
T
»— T

Théoréme 1.1. I existe exactement n! permutations de l’ensemble Q, ot n! (prononcez
"factorielle n") est le nombre défini par :

nl=1x2x...xn

Par convention, 0! = 1 . Il existe une seule maniére d’ordonner un ensemble a 0 éléments.

Démonstration. Le raisonnement est analogue au cas précédent : on a n possibilités pour choisir
le premier élément, puis n — 1 pour le deuxiéme, etc. Au totalilyan x (n—1) x ... x 1 =nl
possibilités d’ordonner ’ensemble €. O

Combien existe-t-il d’anagramme du mot PROBA? Toutes les lettres sont différentes, donc
chaque permutation donne un mot différent. Par suite il existe 5! = 120 anagrammes du mot
PROBA.

Meéme question avec le mot ECOLE. Cette fois il faut faire attention car si l’on échange
les deux "E" cela redonne le méme mot. Notons Fq et Eo les deux "E". Comme précédem-
ment, il existe 120 permutations pour le mot £1COLFEs. En revanche, chaque mot est compté en
double puisque pour un anagramme du mot ECOLE (par exemple CEOFEL) on peut construire
CE;OF1L et CE1OE,L. T existe donc 120/2 = 60 possibilités.

Méme question avec le mot MISSISSIPPI. 1l y a 11 lettres mais beaucoup d’entre elles se
répétent : I X M +4xI14+4xS+2x P. On écrit alors M 1151551553S413 P, P>1,. Ce mot a bien 11!
permutations distinctes. Essayons de trouver le nombre de permutations de M 11.SS15.5SI5P Poly
(on considére maintenant que tous les S sont identiques). Etant donné une permutation de ce
mot, on peut en construire exactement 4! pour le mot M 11515912535413P; Po1,. Par exemple a
partir de SSSSM I, 15131, P, P, on peut construire :



— 5152535 M1 5131, P Py
— 52518455 M 11 12131, P Py

En fait on peut permuter tous les S entre eux, cela me donnera exactement 24 permuta-
tions distinctes du mot MI11515512535413P; PoIy. Donc il y a exactement 14—1!! permutations
du mot MI1SSI,SSI3PPol,y. On peut réitérer avec les lettres restantes. Au final, le mot

MISSISSIPPI aura : 111

Tanag 54650

anagramrines.

1.3 Arrangement

Définition 1.3. Un arrangement de k éléments pris parmi n éléments d’un ensemble €2
est une suite ordonnée de k éléments distincts de €.

Par exemple (a,c, f) et (c, f,a) et (b,a, f) sont des arrangements distincts de 3 éléments
parmi les 6 éléments {a,b,c,d,e, f}. Un arrangement de n éléments parmi un ensemble 2 a n
éléments est simplement une permutation de ). Par exemple il y a 2 possibilité d’arranger 2
éléments parmi 4 : on a 4 possibilité pour choisir le premier, puis 3 pour le deuxiéme.

Théoréme 1.2. Il y a exactement :

Ay =nn-1)n-2)...(n—k+1)=

(n—k)!

maniéres d’arranger k éléments parmi n.

Démonstration. Le raisonnement est analogue au cas précédent : on a n possibilités pour choisir
le premier élément, puis n — 1 pour le deuxiéme, etc. Au totalilyanx(n—1)x...x(n—k+1)
possibilités d’arranger k éléments parmi n. O

Par exemple, sur une course de 20 participants, il y a :

20 x 19 x 18 = 6840

podiums distincts possibles.

1.4 Combinaison

Définition 1.4. Une combinaison de k£ éléments parmi un ensemble €} & n éléments est
un sous-ensemble A de ) contenant k éléments.




La différence entre une combinaison et un arrangement est que la combinaison est un en-
semble, donc non ordonnée. Dans un probléme de dénombrement ot ’ordre importe (combinaison
d’un coffre fort, podium, etc) on utilisera plutot la notion d’arrangement. Dans un probléme ou
Pordre n’importe pas (nombre de boules blanches tirées lors d’un tirage avec remise, probabilité
d’avoir 2 filles sachant qu’on a 5 enfants, etc) ¢’est la notion de combinaison qui sera importante.

Le nombre de combinaisons de k éléments parmi un ensemble a n éléments (on appelle ce

nombre "k parmi n") est noté (Z)

Théoréme 1.3. On a :
ny _ n!
k] kl(n — k)!

Démonstration. Etant donné une combinaison de k éléments, on peut former exactement k!
arrangements distincts en permutant les k£ éléments choisis. On obtient ainsi ’égalité :

“() 4=

Si k > n on stipule que :

oR

En général, toutes les formules de dénombrement ont deux preuves : une preuve calculatoire,
et une preuve utilisant uniquement des outils de dénombrement. Il est bon de savoir jongler entre
les deux : la preuve calculatoire est généralement (mais pas tout le temps) plus longue, tandis
que la preuve par dénombrement est souvent plus jolie et intuitive (mais gare aux erreurs de
raisonnement !).

Théoréme 1.4. Soit z,y € R et n € N. Alors :

ey =3 (1) oyt

k=0

Démonstration. On peut faire une preuve par récurrence sur n mais procédons plutdt par une
preuve combinatoire. On développe :

(z+y)"=@+y) x(z+y)x...x(zx+y)
:Zakxkyn—k
k=0

Lorsqu’on développe on se retrouve avec des monémes de la forme 2*y"~* pour k variant entre
0 et n. Pour obtenir un tel mondéme, on choisit k facteurs parmi les n et on développe selon "z",
et pour les (n — k) facteurs restant on développe selon "y". Il ne restera que le monéme z¥ym=*.

Le nombre de fagon de choisir k facteurs parmi n est exactement le coefficient binomial k parmi

n, d’ol :
a7
Pk



En particulier :



2 Espace probabilisé

2.1 Un peu d’heuristique

La théorie des probabilités a pour but de quantifier la notion d’incertitude. La notion d’in-
certitude refléte un manque d’information qui nous empéche de prédire l'issue d’une expérience
avec une absolue certitude.

Prenons I'exemple du lancer de piéce. Intuitivement, on tombera sur pile environ une fois
sur 2. Mais qu’en est-il vraiment ? Le lancer de piéce, en tant que systéme physique, peut étre
considéré comme déterministe. Si je pouvais décrire avec une absolue précision l'action exercée
par ma main sur la piéce, je pourrais en déduire sa trajectoire exacte et prédire sur quelle face
la piece tomberait. Supposons que la trajectoire de la piece dépend d’un parameétre 6 € [0, 1].
Puisque 'on a aucune information sur le paramétre 8, on suppose que celui-ci est choisi au hasard
selon une certaine loi (par exemple une loi uniforme). Dans ce cas, on observerait que pour envi-
ron la moitié des valeurs de 6 la piéce tombera sur pile, et pour I’autre moitié elle tombera sur face.

Prenons l'exemple d’un joueur de poker. Etant donnée son jeu et les cartes sur la table, il
doit décider si oui ou non il décide de continuer & jouer. Comme il ne connait pas la carte de
ses adversaires, il fait I’hypothése que le paquet de carte qui sert au jeu a été choisi au hasard
uniformément parmi tous les paquets de cartes possibles (52!). De 14, il est possible de calculer
la, proportion de paquets de cartes qui lui sont favorables.

La théorie des probabilités permet de quantifier un manque d’information sur les para-
meétres d’une expérience considérée. Ce manque d’information se répercute en une incertitude
sur l'issue de ’expérience. Se donner un cadre pour effectuer des probabilités, c’est se donner
une modélisation de lincertitude & laquelle on fait face.

Lorsque l'on joue au Uno, les régles du jeu font que 'empilement des cartes & la fin d’une
partie présente beaucoup de cartes de méme couleur qui se suivent. En le mélangeant & la main,
certaines de ces enchainements ne sont pas cassés et le paquet de carte mélangé présente généra-
lement une proportion de cartes de méme valeur qui se suivent plus importante que si I’on avait
effectué un meélange "parfait". Sans connaissance préalable sur le paquet mis & part que celui ci
vient d’étre mélangé suite & une précédente partie, un joueur expérimenté modélisera le paquet
de carte comme un paquet choisi au hasard parmi les 52! paquets possibles, mais ce choix au
hasard ne sera pas uniforme sur tous les paquets. Ceux présentant des cartes de méme valeur
qui se suivent seront considérés avec une plus grande probabilité d’apparition.

D’aprés nos exemples précédents nous avons besoin de trois ingrédients :

Il faut se donner I'univers des configurations possibles pour ’expérience ou le jeu considéré.

Pour le lancer de dés, cela peut étre la trajectoire de ma main. Pour un jeu de carte, c’est
I’ensemble des jeux de cartes possibles. Généralement c’est un espace gros et compliqué qu’il est
difficile voire impossible de décrire précisément.

Il faut définir la notion d’information. C’est 'ensemble des événements que l'on souhaite
considérer lors d’une expérience.

Par exemple, on fait un sondage au prés d’une population. On demande & chaque personne
de préciser sa catégorie d’age : entre 0 et 20 ans, entre 20 et 50 ans, plus de 50 ans. Ici 'univers
est 'ensemble des personnes sondées. Notre expérience nous permet de quantifier la probabilité
d’apparition d’événements comme : "La personne a moins de 50 ans". En revanche nous n’avons



pas accés a des quantités comme "La personne a entre 40 et 60 ans" et encore moins a "La
personne est un homme". Cette notion d’information semble un peu superflue car il parait
toujours possible de "grossir" 'expérience afin d’accéder & une information dont on ne dispose
pas. Il y a au moins trois raisons & ne pas procéder ainsi :

— Cela dénature/complique la modélisation. Dans le cas du lancer de dé, on se fiche pas mal
de savoir si le dé & fait trois tours sur lui-méme avant de toucher le sol. L’'information
essentielle est seulement la valeur finale du dé.

— Lorsqu’on modélise un jeu, ou plus généralement une quantité qui évolue au cours du
temps (le cours de la bourse, une particule quantique, chaine de Markov, etc) cette notion
d’information prend toute son importance pour la compréhension du jeu (les régles sont-
elles en ma faveur 7) et I’élaboration d'une stratégie (dois-je piocher une carte, vendre mes
actions 7). Le cadre général est celui de la théorie des processus stochastiques.

— Il y a certaines obstructions mathématiques qui empéchent de considérer la probabilité de
réalisation de certains ensembles dans le cas ol 'univers €2 est indénombrable, comme le
montre le célébre paradoxe de Banach-Tarski.

Il faut définir une notion de mesure de probabilité. C'est elle qui quantifie la probabilité de

réalisation d’un événement donné.

Dans le cas d’'un paquet de carte bien mélangé, on peut par exemple choisir une probabilité
uniforme sur tous les paquets de cartes, de sorte que chaque paquet de carte a une probability
égale a 1/(52!), mais s'il est mal mélangé, la probabilité peut étre choisie différemment. La
modélisation d’une expérience impose donc de choisir avec quelle probabilité apparait chaque
événement. Cette mesure est censé refléter aux mieux la réalité physique de ’expérience ce qui
peut s’avérer compliqué. Un test statistique permet de vérifier la concordance entre un modéle
probabiliste théorique et une expérience réelle répétée un grand nombre de fois.

2.2 Quelques définitions et exemples

D’aprés la discussion précédente, un espace probabilisé est donc constitué de trois ingré-
dients.

Définition 2.1. Un espace probabilisé¢ est un triplet (2, F,P), ou :
e () est un ensemble

e F est une tribu sur .

e P est une mesure de probabilité

Détaillons plus précisément les trois points de la définition :

e () est 'univers, c’est-a-dire ’ensemble des configurations possibles de mon expérience. Ma-
thématiquement c’est simplement un ensemble.

e F représente l'information que l'on peut acquérir au cours de l'expérience. Un élément de
F est appelé un événement, c’est un sous-ensemble de 'univers 2. L’ensemble F est donc
un ensemble d’événements. Moralement, il est possible d’appliquer certaines opérations entre
événements : union, intersection, différence, complémentaire, etc. Autrement dit ’ensemble F
est stable par un certain nombre d’opérations.



Définition 2.2. Une tribu F sur un espace {2 est un sous-ensemble de P(2) (I'ensemble
des parties de Q) tel que :

— Q € F (Punivers est un événement)
— Si A € F alors A € F (stabilité par passage au complémentaire)
e Si (An)n>o0 € F alors ,59 An € F (stabilité par union dénombrable)

La paire (2, F) est un espace mesurable.

e P permet de quantifier la probabilité de réalisation d’un événement donné. A un événement A
donné elle associe un nombre entre 0 et 1, noté P(A) qui refléte la probabilité de réalisation de
I’événement A. Pour étre cohérent avec une notion intuitive de mesure, P doit vérifier quelques

propriétés :

Définition 2.3. Une mesure de probabilité P sur un espace mesurable (€2, F) est une
application :
P:F—[0,1]
A — P(A)

Telle que :
— P(Q) =1 (I'univers est un événement de probabilité 1)

— Si (Ay)n>0 est une famille dénombrable d’événements deux a deux disjoints alors :

+o0 +oo
P (U An> => P(A)
n=0 n=0

Si A est un événement d’un espace probabilisé (€2, F,P) tel que P(A) = 1, on dit que A est réalisé
presque-surement (on écrira parfois p.s.). Inversement, si A est un événement d’un espace proba-
bilise (Q, F,P) tel que P(A) = 0, on dira que A est un événement négligeable. Cette terminologie
est importante et sera utilisé de nombreuses fois dans la suite du cours.

Voyons ensemble quelques exemples fondamentaux de tribus.

Définition 2.4. La tribu {©,Q} est appelée la tribu triviale. C’est la plus petite tribu
sur 2 que l'on puisse considérer. La tribu P(€2) est appelée tribu discréte. C’est la plus
grosse tribu sur  que 'on puisse considérer.

Lorsque €2 est dénombrable, on considére généralement la tribu discréte sur Q.

Définition 2.5. Soit C un ensemble de parties 2. On note o(C) la plus petite tribu contenant
C. C’est l'intersection de toute les tribus contenant C.

Par exemple, si ) est dénombrable et C est I’ensemble des singletons, il, est facile de voir que

o(C) =P(Q).

Soit 2 = [0,1]. Si I est un intervalle d’extrémité a et b (pas forcément ouvert ni fermé), on
pose u(I) = b — a. Cette définition est "cohérente" avec la notion d’espace probabilisé :

n(2) =1

10



I et I sont des intervalles disjoint telles que I; U I est un intervalle (par exemple I; = [a, b] et
I, =]b, ¢]) alors :
p(I1 U Iz) = p(lh) + p(l2)

Définition 2.6. On note B([0,1]) la tribu engendrée par les intervalles inclus dans [0, 1].
On 'appelle la tribu borélienne sur [0, 1]. De méme, on note B(R) la tribu engendrée par
les intervalles dans R.

Théoréme 2.1. (Eztension de Carathéodory) il existe une unique mesure de probabilité
(encore notée p) sur (2, B([0,1])) telle que :

e ([0,1],B([0,1]), 1) soit un espace probabilisé.

e u(I) =0b— a pour tout intervalle I d’extrémité a et b.

Démonstration. Admis. O

Autrement dit, si 'on décide que la mesure d’un intervalle est exactement sa longueur, alors on
peut étendre cette mesure a toute la tribu engendrée par les intervalles : les unions dénombrables
d’intervalles, de singletons, ... Et bien plus encore!

En revanche il existe des sous-ensembles de €2 qui ne sont pas dans B([0,1]) (un contre-
exemple est compliqué & exhiber). En fait on peut montrer qu’il est impossible d’étendre de
maniére cohérente cette mesure a la tribu P([0, 1]) tout entier (contre-exemple de Vitali). C’est
pour cela que on doit se restreindre a la tribu borélienne.

2.3 Probabilité conditionnelle et indépendance

Lorsque I’'on souhaite modéliser deux quantités distinctes par un modéle probabiliste, il arrive
souvent que ces deux quantités soit corrélées. Par exemple, la recette d’'un marchand de glace
sur une journée est fortement corrélée a la température. Connaitre finement cette dépendance
permet au marchand de glace de mieux ajuster ses stocks pour ne pas étre en rupture dans les
jours de canicule et avoir des pertes lors de journées plus fraiches. Considérons les événements
suivants :

— A : le vendeur vend plus de 100 glaces au cours de la journée
— B : la température de la journée & dépassé les 20 degrés.

Le vendeur modélise sa situation de la facon suivante. Il estime que :

— P(A) =05
— P(B) =04
— P(ANnB)=0.3

Le soir, le journal météo du lendemain annonce des températures supérieures a 20 degrés.
Comment quantifier la probabilité que le vendeur vende plus de 100 glaces le lendemain ? Notons
P(A|B) cette probabilitée. Alors on a :

P(AN B)

PAIB) = —5 5

=0.75

L’univers des possibles pour le lendemain n’est plus € tout entier mais B, ’ensemble des confi-
gurations pour lesquelles la température dépasse 30 degrés au cours de la journée. Nous avons
donc en quelque sorte changer ’espace probabilisé :

(Q, F,P) — (B, F5,P(.|B))
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Ou :
Fp={ANB|AcF}

Dans cette exemple, la notion de dépendance s’explique par une notion de causalité :
11 fait beau = les gens achétent des glaces = Le vendeur fait des recettes

Mais ce n’est pas toujours le cas. Par exemple, on fait une enquéte sur des gens habitant prés
de pylénes électriques?. On note :

e A : "la personne tombe malade plus de 5 fois au cours de ’année"

e B : "la personne habite & moins de 200m d’un pyléne électrique”

Sur ’ensemble d’une ville, on remarque que :

— P(A) =02
— P(B)=0.1
— P(ANB)=0.04
Alors :
P(A|B) = W =04

Autrement dit, une personne a deux fois plus de chance de tomber souvent malade si elle habite
prés d’un pyléne électrique. Faut-il en conclure que les pyléne électrique sont dangereux pour la
santé ?

Non, car en réalité la catégorie de population vivant prés de pylones électriques est plus
pauvre en moyenne, et une personne pauvre a moins accés aux soins. Ici, les événements A et
B sont corrélés entre eux mais sans forcément de lien de causalité. En fait, ces deux événements
sont corrélés a un troisiéme événement C' : "la personne est en dessous du seuil de pauvreté". Et
on a plutot les relations de cause-a-effet suivantes entte A et B

La personne est pauvre

T

La personne a des problémes de santé La personne vis prés d’un pylone

Exemple plus flagrant : 100% des gens qui boivent de 'eau finissent par décéder... Ne buvez pas
d’eau!

Définition 2.7. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et B un événement de mesure non-
nulle. Alors pour A un événement quelconque on appelle probabilité conditionnelle de A
sachant B la quantité :
P(AN B)

P(B)

Elle indique la probabilité qu’un événement A se réalise sachant que I’événement B est réalisé.

P(A|B) =

2. Adapté d’une vraie enquéte.
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Définition 2.8. On dit qu’une famille {By,..., B,} est un systéme complet d’événe-
ments si :

o Vie{l,....,n}, P(B;)#0

o Vi,je{l,...,n}, P(BiNnB;j)=0

e P(|J",B;) =1 oude maniére équivalente > P(B;) =1
Autrement dit la famille {Bj, ..., B,} forme une partition probabiliste de I'univers Q. Il est
possible d’adapter la définition pour une famille dénombrable d’événements.

Par exemple, si 0 < P(A) < 1 alors la famille {4, A} forme un systéme complet d’événements.
De méme, sous réserve que les événements suivants soient de probabilités non-nulles, la famille
suivante :

{ANB,ANB,ANB,AN B}

est un systéme complet d’événements.

Théoréme 2.1 (Formule des probabilités totales). Soit {Bi,..., By} un systéme complet
d’événements, et A un événement quelcongue. Alors :

P(A) = > P(B:)P(A|B;)
=1

Théoréme 2.2 (Formule de Bayes). Soit A et B deuzx événements de probabilité non-nulles.
Alors on a Uidentité :

P(A)P(B|A)
P(AB) = ——1—*
(41B) P(B)
Si la famille {Ay, ..., Ay} est un systéme complet d’événements, alors pour 1 <i<mnona :
P(A;|B) = (4:)P(B|4;)

- 21 P(A)P(BJA))

La formule de Bayes permet, en connaissant les effets, de remonter & une probabilité sur les
causes. Elle est & la base de l'inférence bayésienne.

La notion de probabilité conditionnelle nous méne naturellement & la notion d’indépendance.
Soient B un événement de probabilité non-nulle et A un événement quelconque. L’événement A
est indépendant de ’événement B si la probabilité qu’il soit réalisé ne dépend pas du fait que B

soit réalisé ou non. Autrement dit :
P(A|B) =P(A)

Si on lance deux dés, la connaissance de la valeur du premier dé n’influe en rien sur la
valeur du deuxiéme dé. Les événements "le premier dé est un 6" et "le deuxiéme est pair" sont
indépendants.

13



Définition 2.9. Deux événements A et B sont dits indépendants si :
P(AN B) =P(A)P(B)
On note alors A | B. De maniére générale, deux tribus F et G sont dites indépendantes si :
VAe F,VBeg, P(ANnB)=P(A)P(B),

et I’on note :

FLG

On peut également parler d’indépendance pour une famille d’événements.

Définition 2.10. Les événements A, ..., A, sont dits mutuellement indépendants si : pour
toute sous-partie I de {1,...,n} on a:
P (ﬂ AZ-) =[P4
el il
De méme, les tribus Fi, ..., F, sont mutuellement indépendantes si pour tout événements
Aq, ..., A, telle que :
AeF, ..., A, € F,
Les événements Ay, ..., A, sont indépendants.
On remarque facilement que les événements Aq, ..., A, sont indépendants si et seulement si les
tribus (A1), ...,0(A,) sont indépendantes. En effet, pour un événement A on a :

o({A}) ={0,4, 4,0}
Par exemple, si A et B sont des événements indépendants alors

P(AN B) = P(B) — P(AN B)

=P(B) - P(A)P(B)
=P(A)P(B)
Théoréme 2.3 (Lemme de coalition). Soit Fi,...,Fn, G1,-..,Gn des tribus mutuellement

indépendantes. Alors :

(7)1 (00

i=1

Démonstration. Admis. O
Par exemple, soient A1, Ag, A3, Ay, A5 des événements mutuellement indépendants. Alors :
(Al U A3) 1 (AQ N (A74U A5))

De maniére générale, si I'on sépare en deux groupes une famille d’événements mutuellement in-
dépendants, alors un événement construit & partir du premier groupe et des opérations N, U et
— sera indépendant d’un événement construit & partir du deuxiéme groupe et des mémes opé-
rations. Il faut comprendre 'indépendance mutuelle en terme d’indépendance d’informations.
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L’information apportée par la connaissance de A; et Az est indépendante de l'information en-
gendrée par la connaissance de Ay, A4 et As.

On peut aussi définir 'indépendance d’une famille dénombrable d’événements.

Définition 2.11. Une famille (A;,),en d’événements est dite mutuellement indépendante si
pour toute sous-partie finie I de N on a :

P (ﬂ Ai> =[] P)
i€l i€l

De méme, les tribus (F,)nen sont mutuellement indépendantes si pour toute famille d’évé-
nements (A, )nen telle que :
vneN, A, eF,

les événements (A, )pen sont mutuellement indépendants.

2.4 Quelques théorémes limites

Le but de cette section est de s’intéresser a certaines probabilités "limites". Nous rappelons
la définition des limites supérieures et inférieures d’une suite d’ensembles.

Définition 2.1. Soit (A,)n>0 une suite d’ensembles. On définit la limite supérieure de la
suite comme
limsup 4, = ﬂ U Ap,
n=0 n>0k>n
et la limite inferieure de la suite comme

lirnnziglf A, = U ﬂ Ay

n>0k>n

Les interprétations de ces deux quantités sont les suivantes :

e Un élément w €  appartient a 'ensemble lim sup,,>( Ay, si et seulement si w appartient
a une infinité d’événements de la suite (Ay,)n>0-

e Un élément w € 2 appartient a I’ensemble lim inf,,>o A,, si et seulement si w appartient
a tous les événements de la suite (A, )p>0 & partir d'un certain rang.

Nous commencons avec le théoréme fondamental suivant.

15




Théoréme 2.2 (Borel-Cantelli). Soit (A,)n>0 une suite d’événements d’un espace proba-
bilisé (Q, F,P). Si
> P(A) < 400,

n>0

alors

P(limsup 4,,) = 0.
n>0

Si les événements (An)n>0 sont mutuellement indépendants et que

EE:P(An):Z+OO,

n>0
alors
P(limsup 4,,) = 1.
n>0
Démonstration. La preuve n’est pas difficile mais nous ’admettrons pour ce cours. O

Autrement dit, si la série de terme P(A,,) converge alors les événements de la suite (A4,),>0 ne
se réalisent presque surement qu’un nombre fini de fois. Inversement, si I'on ajoute 'hypothése
d’indépendance de la suite (Ay,)n>0 et que la série de terme P(A,,) diverge alors les événements de
la suite (A, )n>0 se réalisent infiniment souvent presque srement. Ce théoréme & une importance
fondamentale pour prouver des convergences presques-sires de variables aléatoires, tel que la loi
forte des grands nombres.

Dans la suite, (2, F,P) est un espace probabilisé et (F,),>0 une suite de sous-tribus de F
mutuellement indépendantes.

Définition 2.2 (Tribu asymptotique). On définit la tribu asymptotique

Fo=[o| U7

n>0 k>n

La tribu asymptotique regroupe les événements qui ne dépendent que de la "queue" de la
suite de tribus (F,)n>0, ¢’est & dire qui ne dépend pas des premiers éléments de la suite de tribus.
Un événement de F est appelé un événement asymptotique.

Théoréme 2.3 (Loi du 0—1 de Kolmogorov). Soit A un événement de la tribu asymototique
Foo. Alors

P(A) € {0,1}.

Démonstration. La preuve n’est pas difficile mais nous 'admettrons pour ce cours. Elle repose
sur le fait que la tribu F est indépendante d’elle-méme. O

Autrement dit, un événement de la tribu asymptotique se réalise presque surement, ou bien
presque jamais. Il n’y a pas de possibilité d’entre-deux. FEn revanche il peut étre difficile de savoir
dans quel cas on se trouve. Des exemples typique d’événements asymptotiques sont les suivants :
"Est ce qu’'une suite de variables aléatoires indépendantes est bornée 7 converge 7." Nous verrons
quelques applications de ces deux théorémes en cours et dans les exercices.
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3 Variable aléatoire

3.1 Quelques définitions

Une variable aléatoire X est une application & qui une configuration, une issue donnée (donc
un élément de ) associe un objet, une nombre, une couleur, etc.

Une variable aléatoire modélise les différentes valeurs que peut prendre le résultat d’une
expérience au caractére aléatoire.

Par exemple on peut considérer les variables aléatoires associées aux expériences suivantes.

e Le lancer de dé. On considére la variable aléatoire X : Q — {1,2,3,4,5,6} ’application a
qui une configuration donné associe la valeur du dé.

e Le pile ou face. On considére la variable aléatoire X : Q — {Pile, Face} 'application & qui
une configuration donné associe la valeur de la piéce.

e Le jeu de fléchette. On considére la variable aléatoire X : 2 — R I'application & qui une
configuration donné associe la distance de la fléchette au centre de la cible.

e Le lancé de deux dés. On consideére la variable aléatoire X : Q — {2,...,12} application
a qui une configuration donné associe la somme des deux dés.

Pour obtenir des informations sur la probabilité qu’une variable aléatoire appartienne & un certain
ensemble de valeurs, elle doit satisfaire certaines contraintes. Par exemple pour le pile ou face, il
faut s’assurer que le sous-ensemble

{X ="Pile"} = {w € Q| X(w) = "Pile"}

soit bien un événement, c’est-a-dire un élément de la tribu F. En effet, la proposition "la proba-
bilité que la piece tombe sur pile est de 1/2" g’écrit mathématiquement :

P(X = "Pile") = 1/2.

Dans le cas ot X est & valeur dans un espace dénombrable F, il n’y a pas de difficultés. On
exigera que pour tout x € E ’ensemble :

{X=2}={we Q| X(w) =2z}

soit bien un événement (donc appartienne a la tribu F). Puisque tout sous-ensemble U de E
peut s’écrire comme une union dénombrable de singletons, alors :

{(Xevu}=J{X=2a}
zelU
Et donc :
VU CE, {XeU}CF

Si X est a valeur réelles (ou dans un espace indénombrable), les choses se compliquent un
peu. Si on demande seulement que les ensembles { X = x} soient des événements, on ne peut pas
affirmer que ’ensemble :

{xep}= |J (x=2}
z€[0,1]
soit un événement puisqu’une tribu est seulement stable par union dénombrable, et 1’ensemble
[0,1] est indénombrable. A I'inverse, on ne peut pas (pour des raisons mathématiques?) exiger
que pour tout sous-ensemble U de R, ’ensemble :

{XeUl={weQ| X(w) eU}

3. Cette définition serait trop forte. Par exemple on pourrait montrer qu’avec cette définition, il n’existe pas
de loi uniforme sur [0, 1].
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soit un événement. Il faut restreindre la collection de sous-ensembles que I’on s’autorise a regarder.
Le minimum que 1’on puisse exiger est de pouvoir donner un sens & des propositions comme "la
probabilité que ma fléchette arrive & moins de 20cm de la cible est de 1/2". Pour cela il faut ici
que ’ensemble :

{(X <20} ={we | X(w) <20}

soit un événement. De maniére générale, on exigera que pour tout x € R, ’ensemble :
{X <2} ={X €] —o0,2]}

soit un événement. A partir de la on montre facilement * que les sous-ensembles suivants de €2

sont des événements :
{X <z} = U X<z-— E
- o n

n>0
{(X>a}={X<a}
(X >z} ={X <ua}
<X <yb={X € lnyl) = {X >0} N {X <y}
{X=z}={z <X <z}

En particulier, I’ensemble :
{X eU}

est un événement lorsque U est un intervalle, mais aussi une union dénombrable d’intervalle,
de singletons, ... Et bien plus encore! En fait, ’ensemble des U pour lesquelles cet ensemble
est un événement contient toute la tribu engendrée par les intervalles, que 'on appelle la tribu
borélienne sur R, notée B(R) (on a déja vu ce concept au chapitre précédent).

Essayons de généraliser. Soit X une variable aléatoire & valeur dans un espace quelconque F.
Il faut décider quels sont les sous-ensembles U de E pour lesquelles 'ensemble {X € U} soit un
événement (donc un élément de la tribu F). Cela revient a choisir une ensemble de parties de F
que l’on notera G, et telle que :
VWUeg, {XeU}leF

SiU € G et (Up)nen est une famille d’éléments de la collection G alors :
{XeE}=Q¢eF,

(XeT}={XeclleF

+o0 +o0o
{Xe UU"}— Uix ety er,

n=0 n=0

De sorte qu’il est naturel d’exiger que G soit une tribu sur E.

Définition 3.1. Soit X une application d’un espace probabilisé (2, F,P) a valeur dans un
espace mesurable (E,G). On dit que X est une variable aléatoire a valeur dans (E,G) si :

VWweg, {weQ|Xw)eU}eF

Le théoréme suivant détaille le cas o tribu G est engendrée par une ensemble C de parties de F
stable par intersection.

4. L’ensemble des événements forment une tribu. Donc l'intersection, I'union et le complémentaire d’événe-
ments sont encore des événements.
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Théoréme 3.1 (Lemme des classes monotones). Soit X : (2, F,P) — (E,G) une applica-
tion. Supposons que la tribu G soit engendrée par un ensemble C de parties de E stable par
intersection. C’est-a-dire :

G=0(C)
YU, Vel UnVecC

Alors X est une variable aléatoire si et seulement si :

VUel, {weQ| Xw)eU}eF

Démonstration. Admis. O

Autrement dit, il suffit de vérifier que {X € U} est un événement pour tout U € C pour en
déduire que c’est un événement pour tout A € G. Cela nous permet de préciser la définition
d’une variable aléatoire dans les deux cas qui nous intéressent les variables : aléatoires réelles et
les variables aléatoires discrétes.

Définition 3.1 (Cas discret). Soit X une application d’un espace probabilisé (2, F,P) a
valeurs dans un espace dénombrable E, muni de la tribu discrete. C’est a dire

X:(Q,F,P)— (E,P(E)).

On dit que X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans E, si pour tout e € F,
Pensemble {X = e} est un événement de la tribu F.

Définition 3.2 (Casréel). Soit X une application d’un espace probabilisé (2, F,P) a valeurs
dans R, muni de la tribu borelienne B(R), c’est & dire

X :(Q,F,P)— (R,B(R)).

On dit que X est une variable aléatoire réelle si pour tout z € R, ’ensemble {X < z}
est un événement de la tribu F.

Dans la pratique, on a rarement & montrer qu’une application est une variable aléatoire car
Pespace probabilise (2, F,P) est justement construit de sorte que les quantités qui nous inté-
ressent (le chiffre du dé, la distance a la cible, etc) soient des variables aléatoires. Concrétement,
un probléme pourra commencer par :

"Soit X une variable aléatoire qui modélise le résultat d’un lancer de dé..."

Le but étant de s’éloigner au maximum de cet espace probabilisé dont on ne connait pas grand
chose. En revanche, il pourra étre demandé de montrer que d’autres applications dépendants de
X soient bien des variables aléatoires.

3.2 Loi d’une variable aléatoire

Lorsqu’on se donne une variable aléatoire X, il est important de connaitre sa loi, ¢’est-a-dire
la probabilité que X appartienne & un certain ensemble de valeurs.

Définition 3.2. La loi d’une variable aléatoire X : (Q, F,P) — (F,G) est la donnée pour
tout U € G des quantiteés :

PXelU)=P{weQ| X(w)eU})
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Théoréme 3.2 (Lemme des classes monotones). Si la tribu G est engendrée par un en-
semble C de parties de E stable par intersection, alors la loi d’une variable aléatoire X est
entierement caractérisée par la donnée pour tout U € C des quantités :

P(X eU)

Démonstration. Admis. O

Il y a deux exemples fondamentaux a retenir.

Définition 3.3 (Cas discret). Soit X une variable aléatoire discréte, a valeurs dans un
espace au plus dénombrable E. Dans ce cas, la loi de X est entiérement caractérisée par la
donnée des quantités :

Pour e € F.

Par exemple, si la variable aléatoire X modélise le nombre de personnes dans une file d’attente,
alors la loi de X est caractérisée par la donnée pour k£ € N des quantités :

Définition 3.4. Soit X une variable aléatoire réelle. La loi de X est entiérement caractérisée
par la donnée des quantités :
P(X <z

Pour z € R.

Par exemple, si la variable aléatoire X modélise la distance d’une fléchette au centre de la
cible, alors sa loi est caractérisée par la donnée pour x € Ry des quantités :

P(X <z)

Définition 3.5. Soit X une variable aléatoire réelle. La fonction F' définie par :

Fx :R — [0,1]
r— P(X <x)

est appelée fonction de répartition de la variable X.

Par le théoréme précédent, la fonction de répartition caractérise la loi de X. Cette fonction
est centrale dans I’étude des variables aléatoires réelles.

Soit X une variable aléatoire qui modélise le tirage uniforme d’un nombre réel entre 0 et 1.
Sa fonction de répartition est la suivante :
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Soit X une variable aléatoire qui modélise un lancer de dé équilibré. C’est une variable
aléatoire réelle puisque {1,2,3,4,5,6} C R. Sa fonction de répartition est la suivante :

P(X <z)

4/61 —
3/6+ — <
2/64 — <

1/61 —<

De maniére générale, lorsque X est une variable aléatoire discréte, sa fonction de répartition
est constante par morceaux, et les points de discontinuité sont exactement les valeurs atteintes
par X avec une probabilité non-nulle.
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Théoréme 3.1. La fonction de répartition Fx d’une variable aléatoire vérifie les propriétés
suivantes :

o F'x est croissante et :

lim Fx(z) =0
T—r—00

lim Fx(z)=1
T—+00

o F'x est continue 4 droite : si (zp)n>0 est une suite décroissante qui converge vers un
réel x alors :
lim P(X <z,)=PX <x)
n——+o0o
e Fx admet une limite & gauche en tout point : si (yn)n>0 est une suite croissante qui
converge vers un réel y alors :

lim P(X <y, =P(X <y)

n—-+00

Une fonction F vérifiant les deux derniers points est dite cadlag (continue & droite, limite a
gauche).

Démonstration. Pour le premier point, soit x et y des réels tels que x < y. Alors :
{X <z} c{X <y}
Donc :
Fu(z) = (X < 2) < B(X < y) = Fx(y)

Par ailleurs, soit (zj)neny une suite croissante vers l'infini. Les événements ({X < zp})nen
forment une suite croissante d’événements dont I'union est R tout entier. D’ou :

lim Fx(z,)= lim P(X <uz,)

n—-+o0o n—+00

(<)

n=0
=P(X €R)
=1
Le cas en —oo est similaire. Soit (zy,)nen une suite décroissante vers un réel x. Alors :

lim Fx(z,)= lim P(X <uax,)

li
n—-+o00 n—-4o0o

:IP(ﬁ{ngn})

n=0
=P(X <x)
= Fx(z)
Soit (yn)nen une suite croissante vers un réel y. Alors :

lim Fx(y,) = lim P(X <y,)

n—-+00 n—-+0o

Z]P’(G{Xéyn})

n=0

=P(X <y)
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Inversement, soit F' une fonction vérifiant les trois points du Théoréme 3.1. On définit la
fonction quantile F~1:[0,1] — R par

FHu)=inf{r eR | F(z) > u}.

Théoréme 3.2. Soit U une loi uniforme sur [0,1]. La fonction quantile F~1 vérifie les
propriélés suivantes.

e Si F est continue et croissante alors F~1 est la bijection réciproque de F.

e La variable aléatoire X = F~1(U) a pour fonction de répartition la fonction F.

Démonstration. Admis. O

Dans le cas discret, il suffit de se donner une suite de nombre positifs (ay, )nen tels que :

Zanzl

Pour (z,,)n>0 une suite de réels, il existe une variable aléatoire X telle que :

Yn >0, P(X =x,) = ay.

Définition 3.6. Soit x € R. On dit qu’une variable aléatoire réelle X a un atome au point
T sl

Théoréme 3.3. Soit X une variable aléatoire réelle. La fonction de répartition de X présente
un saut de discontinuité au point x si et seulement st X a un atome au point x. Dans ce
cas, le saut est de taille P(X = x).

On peut vérifier le théoréme sur les précédents exemples et exercices.

Démonstration. La fonction de répartition de X est continue en un point x si et seulement si les
limites de F' & gauche et & droite du point x coincident, ce qui s’écrit :

PX <z)=P(X <=z
Or on a ’égalité :
PX=2)=P(X <z)-PX <2
Le membre de droite s’annule si et seulement si X est sans atome. Dans le cas contraire, la taille
du saut est donné par la différence des deux limites qui est exactement P(X = z). O

Définition 3.7 (Variable a densité). Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de
répartition F'x. On dit que la variable aléatoire X est & densité s’il existe une fonction
intégrable fx telle que :

Fyx(z) =P(X < z) = /_ Tt

La fonction fx est appelée la densité de probabilité de la loi de X.

La fonction F'x est une primitive de la fonction fx. On en déduit que Fx est continue, donc
X est sans atome. On en déduit également le théoréme suivant :
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Théoréme 3.4. Soit X une variable aléatoire réelle. Si sa fonction de répartition Fx est
continue et dérivable par morceauz, alors X est une variable aléatoire de densité de probabilité

fet:

fx =(Fx)

Démonstration. C’est le lien entre primitive et dérivée. O

Inversement, si X est une variable aléatoire & densité, sa fonction caractéristique est conti-
nue et donc X n’a pas d’atome. En revanche, il existe des variables aléatoires sans atome qui
n’admettent pas de densité (contre-exemple de 'escalier de Cantor).

Soient a et b des réels avec a < b, et X une variable aléatoire & densité fx. Alors :

Pla< X <b) = /b Fx(t)dt

Par exemple, soit X une variable aléatoire uniforme sur ’ensemble [0,1]. Pour 0 <a <b <1
ona:

b
P(angb):b—a:/ 1dt
a
Autrement dit, la densité de la loi uniforme est la fonction 1[071].

Si maintenant I = [x,x + €] est un petit intervalle, alors on a :

x+e
Plr<X<Xte)= / ()t ~ & fx ()

T

Soit X une variable aléatoire & densité fx. La probabilité que X appartienne & un petit in-
tervalle autour d’un point « € R est proportionnelle & la taille de cet intervalle. Le coefficient
de proportionnalité est exactement fx(x).

Théoréme 3.5. Soit X une variable aléatoire o densité fx. Alors :
o fx est positive

o fx est de masse 1 :
+oo

fx@)dt =1

Inversement, si f est une fonction vérifiant ces deux propriétés, alors il existe une variable aléa-
toire X de densité f.

Démonstration. Pour le premier point, on a pour € un petit réel positif :
0<Px<X<X+e)~ef(x)

Et donc f est nécessairement positif. Pour le deuxiéme point, on a :

1=P(-00 < X < 400) = /+OO f(t)de

—0o0
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3.3 Moyennes et dispersion d’une variable aléatoire réelle

Dans cette section, on considére uniquement des variables aléatoires réelles. Nous allons définir
les notions de moyenne et de dispersion d’une variable aléatoire réelle. Ces outils permettent
d’avoir une meilleure compréhension de la variable aléatoire & laquelle on fait face.

3.3.1 Espérance

Comment donner un sens a la notion de moyenne d’une variable aléatoire 7 Une moyenne est
intuitivement une valeur réelle qui est censé refléter I’ensemble de la variable aléatoire. C’est donc
un moyen de réduire toute l'information engendrée par la variable aléatoire en un seul nombre.

Considérons dans un premier temps une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
probabilisé (Q, F,P), ou Q est un ensemble fini ou dénombrable, et F est la tribu discréte. Par
exemple Q = {a,b, c}, avec :

1
P({a}) =P({b}) =P({c}) = 5
Une maniére naturelle de définir sa moyenne E[X] est via la formule :

X(a)+ X(b)+ X(c)
3

E[X] =

De maniére générale, soit Q@ = {wy,ws, ...}, muni de la tribu discréte et d'une mesure de proba-
bilité P quelconque. Si la somme :

+o00
E[X] =) X(wn)P({wn})
n=1
converge, on dit que X est d’espérance finie et on note E[X] sa moyenne.

Supposons maintenant que 1’on considére une variable aléatoire réelle définie sur I'espace
probabilisé ([0, 1], B([0,1]), 1). Une variable aléatoire X est alors une application de [0, 1] dans
R (qui vérifie la condition du théoréme 3.1). Si X est une fonction intégrable, on définit alors sa
moyenne par :

1
E[X]:/O X(w)dw

Dans ces deux exemples, nous avons un outil permettant de moyenner :
e La somme dans le cas ol 2 est fini ou dénombrable
e L’intégrale dans le cas ou Q = [0, 1].

Nous allons définir la notion d’'intégrale (ou d’espérance) sur un espace probabilisé quelconque
(Q, F,P). Commencons par définir I'intégrale de fonctions "faciles". Soit A un événement. Il est
naturel de poser :

E[14] =P(A)

On demande & ce que I'espérance soit linéaire. Si Aq,..., A, sont des événements et \y,..., A\,
des réels on pose :

E[MLa 4.0+ 0 14,] = MP(AD) + ...+ X P(Ay)

Il est facile de voir que cette définition est cohérente. Supposons qu’il existe des événements
Bi,..., B, et des réels ay,...a,, tels que :

MIag 44 x01a =l +. . +amlp,
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Dans ce cas :
AﬂP’(Al) + ...+ /\n]P(An) = O(l]P(Bl) + ...+ OémP<Bm)

Par exemple :
Loz + 2L paj20) = Lioy + Lpayzy
Et :
!
2 2 2

Une variable aléatoire X s’écrivant sous la forme :
X = )\11]./;1 —|—...+)\n].An

est dite étagée. Ce sont les briques de bases pour la définition de notre intégrale (au méme titre
que les fonctions en escalier sont les briques de bases pour l'intégrale de Riemann).

Définition 3.3. Soit X une variable aléatoire réelle positive sur un espace probabilisé
(Q,F,P). Si X est étagée avec :

X:/\11A1+--~+>\n1An

On pose :
E[X] = MP(A1) + ...+ \P(A45)

Dans le cas général, on pose :
E[X] =sup{E[Y] | YV étagée et Y < X'}
On dit que X est intégrable (ou d’espérance finie) si :

E[X] < 400

Définition 3.4. Soit X une variable aléatoire réelle quelconque (pas nécessairement po-
sitive). On décompose X en :

X:X:“-X20+X1]-X<0

Si les variables aléatoires (positives) X 1 x>o et (—X 1 x-o) sont d’espérances finies, on dit
que X est d’espérance finie et on définit sa moyenne par :

E[X] =E[X Lx>o] — E[X 1 x0]

En théorie de la mesure, cette intégrale est appelée intégrale de Lebesgue. Dans le cas dis-
cret, elle coincide avec la somme comme vu en introduction. Dans le cas réel elle coincide avec
Iintégrale de Riemann sur les fonctions continues par morceaux, mais elle permet d’intégrer en-
core plus de fonctions. On peut par exemple intégrer des fonctions trés irréguliéres comime ][Q.
Les théorémes de convergences dominées sont également plus puissants et plus simples & énoncer.

Il se peut que ’espérance d’une variable aléatoire positive soit infinie. Par exemple, dans le
cas ou (2, F,P) = ([0, 1], B([0, 1]), p) la fonction :

1
X:wr— —
w

est d’intégrale infinie.
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FIGURE 1 — A gauche : approximation de Iintégrale de Riemann par des fonctions en escalier. A droite,
approximation de l'intégrale de Lebesgue par des fonctions étagées.

Théoréme 3.6. Soit X et Y deux variables aléatoires intégrables définies sur un méme
espace probabilisé (U, F,P), et X\ un réel. Alors

Linéarité : Pour A€ R on a
E[AX + Y] = AE[X] + E[Y]
— Croissance : Si pour presque tout w € 0, on a X(w) <Y (w) alors
E[X] < E[Y]

— Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p alors

E[X] =p.

Démonstration. On a vu que 'espérance est linéaire sur ’ensemble des variables aléatoires éta-

gées. On admettra que la propriété reste vraie en passant a la limite. La croissance de I’espérance
se prouve de maniére similaire. O

Malheureusement, cette définition de moyenne n’est pas du tout pratique. En effet elle semble
dépendre fortement de 1’espace probabilisé 2. Fort heureusement, on dispose du théoréme fon-
damental suivant qui nous permet de contourner le probléme.

Théoréme 3.7 (théoréme de transfert). Soit X une variable aléatoire défini sur un espace
probabilisé (2, F,P), et g une fonction de R dans R. Alors la quantité E[g(X)] ne dépend
que de la fonction g et de la loi de X.

Démonstration. On utilise un argument d’approximation. Si U est un sous ensemble mesurable
de Ret g= 1y alors :

Elg(X)] = E[L{xery] = P(X € U)

Cette quantité ne dépend que de la loi de X. C’est encore vrai lorsque g est une somme d’indica-
trice, par linéarité de ’espérance. On utilise un argument d’approximation par fonction étagées
si la fonction g est quelconque. O

Nous allons préciser ce théoréme dans le cas ot X est une variable aléatoire discréte ou & densité.
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Théoréme 3.8. Soit X une variable aléatoire discréte et notons (xy)nen les valeurs atteintes
par X . Alors X est d’espérance finie si et seulement si :

oo

Z |20 |P(X = 2) < +00

n=0
Dans ce cas :

EX] =) z,P(X = zy,)
n=0

De plus, si g est une fonction de R dans R alors (sous réserve que la somme converge
absolument) :

E[Q(X)] = Zg<xn)P(X = xn)
n=0

Démonstration. 1l suffit de reprendre le début de preuve du théoréme 3.7 en adaptant au cas ou
la variable aléatoire X n’est pas nécessairement positive. O

Théoréme 3.9. Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx. Alors X est d’espérance
finie st et seulement si :

/ |z| fx (z)dx < 400
R

Dans ce cas :

E[X] :/R:Efx(x)da:

De plus, si g est une fonction de R dans R alors (sous réserve que l'intégrale converge
absolument) :

Elg()] = [ g(o)f (@)

R

Démonstration. Si g = ]]~[a,b] :

b
Elg(X)] = Pla < X <b) = / fx(@)de = /R o) (z)dz

Par linéarité, la formule est encore vrai si g est une somme d’indicatrices. Par un résultat d’ap-
proximation on en déduit le cas général. O

Un théoréme important pour borner certaines probabilités est le suivant.

Théoréme 3.10 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire positive d’espérance
finie, et o un réel strictement positif. Alors

P(X >a) < E[a]'

Plus généralement, si g une fonction positive et strictement croissante, alors

P(X >a) < —=




Démonstration. On note

On observe alors que
Yw € Q, al 4(w) < X (w).

En passant & 'espérance on obtient

P(X >a) < E[aX]

Pour la deuxiéme inégalité, on observe par croissance de g que
A={X =} ={g(X) 2 g(a)}.

Il suffit alors d’appliquer l'inégalité & la variable aléatoire g(X) et au réel g(a). O]

3.3.2 Meédiane

Un enquéte INSEE a révélé que le salaire moyen d’'un Francais était de 2263 euros net par
mois. Pourtant, la moitié de la population touche un salaire net mensuel inférieur a 1683 euros.
Comment expliquer une telle différence (580 euros) ?

La moyenne d’un échantillon est sensible aux valeurs extrémes prises par I’échantillon. C’est
pourquoi elle n’est pas toujours adapté a ’étude d’une statistique.

Dans notre cas, une petite portion de personne ayant un trés haut revenu fait "gonfler" la
moyenne des salaires. Imaginons un village de 1000 habitants dont le salaire moyen est de 2000
euros par mois. Si Bill Gates (salaire mensuel : 500000 euros par mois) décidait de s’installer
dans ce village, le salaire moyen augmenterait alors de 500 euros, soit une augmentation de 25%.

C’est pourquoi il est plus raisonnable ici d’utiliser un estimateur robuste vis-a-vis des valeurs
extrémes.

Définition 3.8. Une médiane d’une variable aléatoire est un nombre m tel que :

P(X<m)>1/2 et P(X>m)>1/2

On montre facilement qu’il existe toujours au moins une médiane, mais celle-ci n’est pas
nécessairement unique. Par exemple, si X suit une loi de Bernoulli, tout nombre compris entre
0 et 1 est une médiane.

Dans I'exemple précédent, le salaire médian est donc de 1683 euros net par mois. L’intérét
d’une médiane est qu’elle est insensible aux valeurs extrémes. Si les salaires étaient plafonnés a
3000 euros net par mois, le salaire médian s’en verrait inchangé. Une inégalité marquante entre
le salaire moyen et le salaire médian montre qu’une majorité de la population vit pauvrement
tandis qu’une petite partie de la population accumule les richesses.

Dans le cas de la désintégration nucléaire, la médiane est aussi appelée demi-vie. La proba-
bilité qu'un atome se désintégre avant sa demi-vie est exactement 1/2.
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3.3.3 Variance

La variance est une mesure de la disperston d’un variable aléatoire.

La dispersion quantifie & quel point une variable aléatoire (ou un échantillon) s’éloigne de sa
valeur moyenne. Une variable aléatoire dont la dispersion est nulle est donc constante.

En finance, la dispersion, ou volatilité, est liée au risque. Une variance élevée indique une
action dont la valeur & tendance & beaucoup fluctuer. Un variance faible indique une action dont
la valeur est relativement stable.

Autre exemple, je regarde ’ensemble des notes d’un devoir que je viens de corriger. Si ma
variance est faible, cela signifie que mes éléves sont dans un "mouchoir de poche". Il ont tous ou
presque répondu aux questions faciles, tandis qu’ils ont tous bloqué aux questions difficiles. Il
est donc plus difficile de départager un classement des éléves. Inversement, une variance élevée
indique le niveau du devoir était bien dosé, et il est plus facile de départager les candidats. C’est
le but recherché lors d’un concours par exemple.

Définition 3.9. Soit X une variable aléatoire d’espérance finie. On note Var(X) la variance
de X définie par :
Var(X) = E[(X — E[X])?]

Si cette quantité est finie on dit que X est de variance finie. Dans ce cas on note :

o(X) = +/Var(X)

son écart-type.

La variance mesure donc ’écart & la moyenne. Ce n’est bien sur pas seul moyen de mesurer
la dispersion d’une variable aléatoire mais c’est de loin le plus courant.

Théoréme 3.11. Soit X une variable aléatoire de variance finie, et X un réel. On a :
e Var(AX) = \?Var(X)
e Var(X + \) = Var(X)
o X est constante p.s. si et seulement si Var(X) =0
e Var(X) = E[X?] — E[X]?

Démonstration. Pour le premier point :
Var(AX) = E[(AX — E[AX])?] = E[[AM(X — E[X])]?] = A?Var(X)
Pour le deuxiéme point :
Var(X + \) = E[[X + X — (E[X] + E[\)]?] = E[(X — E[X])?] = Var(X)
Pour le troisiéme point, on a X = ¢ avec ¢ une constante. Alors :
Var(X) = E[(c — E[d])?] = E[(c — ¢)?] = E[0] = 0.

Inversement, une variable aléatoire positive est d’espérance nulle si et seulement si elle est presque
surement nulle. Dans ce cas, on a X = E[X] et est bien constante p.s.. Pour le dernier point on
développe l'expression de la variance :

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] - 2E[X]? + E[X]? = E[X?] — E[X]?

30



On retiendra également les formules suivante pour la variance dans les cas discrets et continus :

Théoréme 3.12. Si X est une variable aléatoire discréte & valeur dans {xi,x2,...} de
variance finie, alors :

400 +00 2
Var(X) = <Z o P(X = xn)> = (Z nP(X = mn)>
n=1 n=1

Théoréme 3.13. S5i X est une variable aléatoire de densité fx d variance finie, alors :

Var(X) = (/R thX(t)dt> - (/R th(t)dt>2

On énonce également le théoeréme suivant qu’il sera important de connaitre pour la suite.

Théoréme 3.14 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une wvariable aléatoire de
variance finie et B un réel non nul. A l'aide de l'inégalité de Markov 3.10, montrer que :
Var(X)

P(IX - E[X]| > §) < 5

Démonstration. On applique l'inégalité de Markov 3.10 a la variable aléatoire | X — E[X]| et la
fonction g(x) = x2. Alors

E[|X - E[X]]?
32
Var(X)
B2

P(X —E[X]| > ) <

<

3.4 Quelques loi usuelles

On fait un petit rappel des lois usuelles fréquemment rencontrées en probabilité.

3.4.1 Lois discrétes

e Loi de Bernoulli B(p) : C'est la loi associée a une expérience ayant deux issues possibles : 0
ou 1. La variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramétre p si :

P(X=0)=1-p et P(X=1)=p
Si A est un événement, la variable aléatoire 1 4 suit une loi de Bernoulli de paramétre P(A).
EX]=p  Var(X)=p(1-p)

e Loi binomiale B(n,p) : C’est la loi associée a la répétition de n variable aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. La variable
aléatoire X suit une loi binomiale de paramétres n et p si :

Vke€{0,...,n}, P(X =k)= <Z> P —p)nk
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Si on lance n fois une piéce truquée (on note p la probabilité qu’elle tombe sur pile), alors la
variable X qui compte le nombre de pile obtenu suit une loi binomiale de paramétre n et p.

EX]=np  Var(X)=np(l-p)

e Loi uniforme U(a,b) : C’est la loi uniforme sur les entiers a,a+1,...,b. On note n = b—a+1.
La variable X suit une loi uniforme de paramétre a et b si :

1
Wk € {0,....n}, P(X =)=

a+b n%—1
E[X] = 5 Var(X) = G

e Loi géométrique G(p) : Cest la loi associée au premier instant de réalisation. La variable
aléatoire X suit une loi géométrique de parameétre p si :

Yk e N*, P(X =k) = (1 — p)F~1pk

1 1-
E[X] ==  Var(X)= —"
p p
Si on lance une piéce truquée (on note p la probabilité qu’elle tombe sur pile), la variable X qui

donne le premier instant o1 la piéce tombe sur pile suit une loi géométrique de parameétre p.

e Loi de Poisson P(A) : C'est la loi associée au nombre de personne dans une file d’attente. La
variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A si :

Aee—A

VkeN, P(X =k) ="

Dans une file d’attente, on suppose que le temps entre 'arrivée de deux clients suit une loi sans
mémoire (loi exponentielle) de paramétre A. Dans ce cas, la nombre de personnes dans la file
d’attente & I'instant 1 suit une loi de Poisson de paramétre A (& Uinstant ¢, le parameétre est At).

E[X]=X  Var(X)=A\

3.4.2 Loi a densité

e Loi uniforme U([a,b]) : C'est la loi uniforme sur in intervalle [a,b] borné. X suit une loi
uniforme sur [a, b] si :

d—
Ve,d tels quea < c<d<b, P(C<X<d):b <
—a

La densité est donnée par
= — T
fx(z) )

On peut considérer des variables aléatoires uniformes sur n’importe quel ensemble dont la mesure
est finie (intervalle bornée, cercle, sphére, tore, etc).

_b+a
2

(b—a)?
12

E[X] Var(X) =

e Loi exponentielle £(A) : C’est 'unique famille de lois sans mémoires. Sa densité est donnée
par :

fx it de M
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On a: . )
E[X] = < Var(X) = 2

e Loi normale N'(m,0?) : Cette loi apparait naturellement dans le théoréme central limite.
Elle modélise souvent les fluctuations aléatoire d’'un parameétre autour de sa valeur moyenne
(température, bruit blanc, cours d’une action, etc). Sa densité est donnée par :

1 (t—=m)?

[ 202
V2mo?

Sim =0et o =1 on parle de loi normale centrée réduite.

fx :t—

E[X]=m  Var(X)=o?

3.5 Couple de variables aléatoires

On est réguliérement amené a regarder plusieurs variables aléatoires simultanément. On peut
par exemple calculer leur somme, regarder si elles sont corrélées, etc. Nous donnons la définition
d’un couple de variables aléatoires mais cette définition se généralise & un ensemble dénombrable
de variables aléatoires. Soient X une variable aléatoire

X:(Q,F,P)— (E,Q)
et Y une autre variable aléatoire définie sur le méme espace :

Y (QFP)— (F,H)
Alors il est possible de définir la variable aléatoire produit :

(X,Y): (Q,F,P) — (E x F,G ®H)

Définition 3.5. Soient (F,G) et (F,H) deux espaces mesurables. L’espace produit :
ExF=A{(z,y)|v€E, ycF}

Peut naturellement étre muni d’une tribu, appelée la tribu produit et notée G ® H. C’est la
tribu engendrée par les pavés :

GoH=0({AxB|AecgG, BeH})

La loi d'un couple (X,Y’) de variables aléatoires défini comme précédemment est donc la
donnée des probabilités :

P(X € A,Y € B)=P({X € A} n{Y € B})

Pour tout A€ G et Be H.

Lorsque l'on connait la loi du couple (X,Y), il est évidemment possible de connaitre les lois de
X et Y. On appelle cela les lois marginales du couple (X,Y).
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Théoréme 3.3 (Loi marginale). Soit X une variable aléatoire :
X:(QF,P)— (E,Q)

et Y une autre variable aléatoire définie sur le méme espace :
Y (QFP)— (F,H)

Si Uon connait la loi du couple (X,Y) on en déduit celle de X par la formule :

VAeg, P(XeA)=PXecAYecF)

Démonstration. Trivial.

Le lemme des classes monotones reste encore vrai. Détallons les deux cas qui nous intéressent.

Théoréme 3.15 (discret). Soit X et Y deuz variables aléatoires discrétes définies sur le
méme espace probabilisé. La loi du couple (X,Y) est la donnée des quantités :

IP(X = xk,Y = yj),
ou xy, (resp. yj) parcourt l'ensemble des valeurs prises par X (resp. Y ).

Les lois marginales de X et 'Y sont alors données par

P(X =a) =Y P(X =a;,Y =y;) et PY =y;)=> PX=um,Y =y,).
j k

Théoréme 3.16 (réel). Soit X et Y deuzr variables aléatoires réelles définies sur le méme
espace probabilisé. La loi du couple (X,Y) est la donnée des quantités

P(X <z,Y <y),

ou x ety parcourent R.

Nous pouvons préciser le cas particulier ou le couple (X,Y’) admet une densité jointe.

Théoréme 3.17. Soit X et Y deuz variables aléatoires réelles définies sur le méme espace

probabilisé. On dit que le couple (X,Y) admet une densité jointe f(x v si pour tout intervalle
ITetJdeRona:

P(X € I,Y € J) = f(X,Y)(mvy)dmdy
IxJ

Dans ce cas, les variables aléatoires X et Y admettent des densités marginales données par

e g /IR fxr(@ndy et friye /]R Foxry (@ y)da.

3.6 Variables aléatoires indépendantes

Soit X une variable aléatoire :

X:(QF,P)— (E,Q)
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et Y une autre variable aléatoire définie sur le méme espace :
Y (QF,P)— (F,H)

On définit 'indépendance de deux variables aléatoires X et Y.

Définition 3.6. Deux variables aléatoires X et Y définies comme ci-dessus sont indépen-
dantes si :
VAe G, VBeH, P(X €AY e€B)=P(X € A)P(Y € B)

Autrement dit, les événements {X € A} et {Y € B} sont indépendants.

Précisons les cas discrets et réels.

Définition 3.10 (discret). Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur le
méme espace probabilisé. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement
sl

P(X =z, Y =y;) = P(X = 2,)P(Y =y;),

ou zy, (resp. y;) parcourt 'ensemble des valeurs prises par X (resp. Y).

Définition 3.11 (réel). Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur le méme
espace probabilisé. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si :

Ve,y e R, P(X <z,Y <y)=P(X <z)P(Y <y).

Si X et Y sont deux variables aléatoires de densités respectives fx(z) et fy(y), elles sont
indépendentes si et seulement si le couple (X, Y) admet une densité jointe donnée par

fixyy s (@y) = fx(@)fr(y)-

Ainsi, si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors on connait la loi du
couple (X,Y), c’est simplement la loi donnée comme "loi produit" de X et de Y. On peut voir
I'indépendance en terme d’information. Si X est une variable aléatoire & valeurs dans (E,G) on
peut définir la tribu o(X) :

s(X)={{X €A} | Ac g}

C’est I’ensemble des événements engendrées par la variable X. Dans ce cas, les variables aléa-
toires X et Y sont indépendantes si et seulement si les tribus o(X) et o(Y') sont indépendantes.

De maniére générale il est possible de parler d'une famille (X,),en de variables aléatoires
mutuellement indépendantes. Elles sont indépendantes si et seulement si les tribus (o(Xp,))nen
sont mutuellement indépendantes. Par exemple, si X,Y et Z sont le résultat du lancer de trois
dés, alors X + Y est indépendant de Z.

Théoréme 3.18. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes d’espérances finies.
Alors :
E[XY] = E[X]E[Y]

Et plus généralement, pour toute fonction f et g mesurable de R dans R :

St X etY sont de variances finies :

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
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Démonstration. Pour le premier point, on le prouve facilement pour f et g des fonctions indica-
trices : si f = 14 et g = g avec A et B des intervalles alors :

E[f(X)g(Y)] =E[LixeayLiven] =P(X € AY € B) =P(X € A)P(X € B) =E[f(X)E[f(Y)]
Par linéarité puis en passant a la limite le résultat général s’en déduit. Pour le deuxiéme point :
Var(X +Y) = E[[(X — E[X]) + (Y — E[Y])]?] = Var(X) + Var(Y) + 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

On note :
Cov(X,Y) =E[(X —EX])(Y —E[Y])] = E[XY] — E[X]|E[Y]

la covariance de X et Y. Dans le cas ou X et Y sont indépendants, la covariance des deux termes

est nulle d’aprés la premiére partie du théoréme, et on en déduit la proposition. O
Théoréme 3.19. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes.
Alors

E[X;... X, =E[Xy]...E[X,],
et
Var(X; + ...+ X,) = Var(Xy) + ... + Var(X,).
Démonstration. Similaire & la preuve du théoréme précédent. O

Un cas d’application important de l'indépendance est la somme de variables aléatoires réelles
indépendantes.

Théoréme 3.20. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeur dans N, el
Z=X+4Y. Alors :

P(Z =n) = i:IP’(X = k)P(Y =n — k)
k=0

Soit X etY deur variables aléatoires a densité et indépendantes, alors Z = X +Y a une
densité donnée par :

f2(2) = / Fx (1) fir (2 — w)da

Démonstration. Dans le cas discret, c’est la formule des probabilités totales. Dans le cas a densité
on a :

P(X +Y < 2)=P((X,Y) € A,)

Avec A, I'ensemble :
A, ={(z,y) € R? | v+y<z}

D’ou :

PIX+Y <z = /+ 3 fx (@) fy(y)dzdy
z+y<z

-/ OO [ £t (0 = witud

On a fait le changement de variable (u,v) = (z,z + y). La densité s’obtient en dérivant par
apport a la variable z. O
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4 Théorémes limites en probabilité

4.1 Modes de convergence de variables aléatoires

Soit (Xp)n>0 une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire, toutes définies sur
le méme espace probabilisé (€2, F,P). On cherche & donner un sens a la convergence de la suite
(Xn)n>0 vers X. Pour cela on distingue 4 modes de convergence.

Définition 4.1 (Convergence presque-stre). On dit que la suite de variables aléatoires
(Xn)n>0 converge presque-sirement vers X si pour presque tout w € €2,

lim X, (w) = X(w).

n——+o00

On écrit alors

.S
X, 2% X.
n—-+oo

C’est la convergence ponctuelle de variables aléatoires. Elle apparait dans la loi des grands
nombres. Intuitivement, si 'on simule la suite X, (w) — X (w) pour un w fixé, alors cette suite
converge vers 0 en temps long. On la retrouve dans la loi forte des grands nombre, et sa principale
application est la methode de Monte-Carlo. Un cas simple de convergence presque siire est lorsque
I’on a affaire & une suite croissante et bornée de variables aléatoires. Alors elle converge presque-
slirement vers une variable aléatoire limite.

Définition 4.2 (Convergence en moyenne d’ordre p). On dit que (X,),>0 converge en

moyenne d’ordre p si
lim E[|X, — X|P]=0.

n—-+o0o

On écrit alors )
x, & x.

n—-4o00

Lorsque p = 2 on parle de convergence quadratique. C’est un mode de convergence utile pour cer-
taines applications théoriques. Il permet en particulier de prouver la convergence de la moyenne,
de la variance, etc.

Définition 4.3 (Convergence en probabilité). On dit que la suite de variables aléatoires
(Xn)n>0 converge en probabilité vers X si pour tout € > 0,

lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—-+oo

On écrit alors
X, 2 X.

n—-4o0o

Intuitivement, une suite suite de variables aléatoires converge en probabilité vers sa limite lorsque
la probabilité que la suite prenne des valeurs éloignées de sa limite tend vers 0. Par exemple, si
(Xn)n>0 est une suite de variables aléatoires suivant une loi Bernoulli de paramétre 1/n, alors
elle converge en probabilité vers la variable aléatoire constante égale & 0, car

1
Ve >0, P(|X, -0 >¢) <P(X,=1)=—- — 0.

n n—+oo
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Définition 4.4 (Convergence en loi). On dit que la suite de variables aléatoires (X,,)n>0
(de fonctions de répartition (F),),>0) converge en loi vers X (de fonction de répartition F')
si en tout point de continuité z de la fonction F on a

lim F,(z) = F(z).

n—-+oo

On écrit alors .
X, — X.

n—-+00

La convergence en loi est particuliére parmi les 4 modes de convergence. Elle dépend uniquement
de la loi de la suite et non de ’espace probabilisé sur laquelle elle est définie. Par exemple, si X
est une loi symmetrique, la loi de la suite

(X, - X, X,—X,...)

est constante et converge donc en loi vers X, mais ne converge en général pas pour d’autres
modes de convergence. Lorsqu’on simule une instance de la suite, on observe pas en général de
convergence particuliére. En revanche on 'observe en répétant ’expérience un grand nombre de
fois et en faisant par exemple un histogramme. C’est un mode de convergence faible mais qui
est facile & prouver car il ne dépend que de la suite des lois de la suite (X),>0, pas de leur
interdépendance. En place de X on pourra directement mettre une loi. On pourra par exemple
écrire
X, = N(0,1).

n—-+00

On a les implications suivantes sur les convergences :
Convergence presque-stire = Convergence en probabilités = Convergence en loi
Convergence LP = Convergence en probabilités = Convergence en loi

Les réciproques sont en général fausses, hormis quelques cas particuliers.

4.2 Loi des grands nombres

La loi des grands nombre fait le lien entre la moyenne empirique et la moyenne théorique.
Par exemple, lors d'un lancer de dé, j’ai une chance sur six de tomber sur 5. La loi des grands
nombre affirme qu’en moyenne, au bout d’un grand nombre d’expérience, je serais tombé environ
une fois sur six sur le chiffre 5.

La loi des grands nombres permet de valider (ou d’invalider) un modéle probabiliste. Par
exemple, pour vérifier quune piéce est truquée ou non, il suffit de la lancer un grand nombre de
fois. Si le nombre moyen de pile est significativement différent de 0.5 on peut en conclure que la
piéce est truquée.

Dans la suite, (X,),>1 est une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et identi-
quement distribuées, c’est-a-dire qu’elle ont toutes la méme loi. Notons X une variable aléatoire
suivant cette loi. On abrége parfois en disant que (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires
i.i.d de méme loi que X. On définit la suite des moyennes empiriques (Yn)nzl par

==

Vn > 0, X,



Théoréme 4.1 (Loi des grands nombres). Si la loi de X est d’espérance finie alors

Démonstration. Admis. O

Par exemple, je lance une infinité de fois une piéce truquée, de sorte que la probabilité de faire
"Pile" est p. On peut alors définir A,, I’évenement "La piéce tombe sur "Pile" au n-iéme lancer,
et

X,=14,.
La variable aléatoire X, vaut 1 si la piéce tombe sur pile et 0 sinon. Ici, la suite (X,,)n>1 est bien
une suite de variables aléatoires i.i.d suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Dans ce cas,

< _ X1 +...+ X, nombre de "Pile" sur les n premiers lancers
n = =

n n
correspond & la proportion de "Pile" sur les n premiers lancers. La loi des grands nombre af-
firme alors que cette proportion converge vers l'espérance de X,,, c’est-d-dire la probabilité de
I’événement "La piéce tombe sur "Pile"" :

.S
X, 25 p.
n—-+o0o

Une application de la loi des grands nombres est la méthode de Monte-Carlo pour estimer la
valeur d’une intégrale. Cette methode est particuliérement utilisée en dimension d > 1.

Théoréme 4.2 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1]¢ — R une fonction intégrable et (Uy,)p>1 une
suite i.i.d de loi uniforme sur [0,1]%. Alors

FO) + ...+ f(Uy)
p njoo /[0,1]01 f(x)dz

Démonstration. On définit X,, = f(U,). La suite (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires

réelles iid d’espérance
B = | S
(0,1]¢

d’aprés le théoréme de transfert. La conclusion découle de la loi des grands nombres appliquée a
la suite (Xp,)n>1. O

4.3 Théoréme central limite

Le théoréme central limite (T'CL) permet de préciser les fluctuations de la moyenne empirique
autour de la moyenne théorique. Il permet de construire des intervalles de confiance lorsque ’on
cherche & estimer un certain parametre. Par exemple, si je lance 10000 fois une piéce et que je
tombe 4500 fois sur pile, puis-je conclure que la piéce est équilibrée 7 C’est le but du TCL.

Comme précédemment, on définit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d de méme loi

que X, et
Xl—‘r—i-Xn

n

Vn > 0, X, =

Pour rappel, une variable aléatoire réelle Z suit une loi normale N(m,o?) si elle admet une

densité donnée par
Falt) = —mse™ T
A = e 20
V2mo?




Théoréme 4.3. On suppose que la loi de X est de variance finie. Alors

X, —
"7["] i> N(0,1).
Var(X,) "
Démonstration. Admis. O

L’observation du TCL se fait & I’aide d’un histogramme Si I'on note o2 = Var(X) alors

0.2

E[X,] = E[X] et Var(X,) = —.
n
Si Z suite une loi normale centrée réduite (c’est-a-dire N'(0, 1)) alors
oZ +m ~ N(m,o?).

Dans ce cas, on peut écrire le TCL sous différentes maniéres.

De maniére équivalente le TCL peut s’écrire

Vi (X —E[X]) 5 N(0,0%).
(X1+...+X,) —nE[X] ¢
L N e N(0,1).

Ou encore de maniére informelle

Xn =N (E[X], 02) .

n

Le TCL affirme que U'erreur commise entre la moyenne théorique et empirique est de 'ordre

de \/Var(X,) = o/y/n. Cela permet de calculer des intervalle de confiance asymptotiques.
Voyons un exemple pour estimer la moyenne d’une variable aléatoire a 1’aide de I'obervation
d’un échantillon de taille n, dans le cas ot la variance o est connue.

Théoréme 4.4 (Intervalle de confiance asymptotique au niveau «). Soit Z une loi normale
centrée réduite el 0 < a < 1. On définit le nombre q, /2 tel que

P(_Qa/Q <Z< ch/Q) =1l-o
Alors
. ~N 4 Y ©
HEIEOOP Xn_%Qa/Q < E[X] < Xn+%Qa/2 =1-oa.

Démonstration. D’apres le TCL, on a

lim P <—Qa/2 < \/ﬁw < qa/2> =l-o

n——+oo o
La conclusion s’ensuit. O
On a P(—2 < Z < 2) >~ 0.95 et lorsque la suite (X,,),>0 est une suite i.i.d de loi de Bernoulli, on

a l'iégaliteé
o<1/2.
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Dans ce cas, on utilise généralement l'intervalle de confiance suivant :

_ 1 — 1
; < < — ] >0.95.
nEI—IFloo]P)<Xn N E[X] < X, + \/ﬁ> 2 0.95

C’est l'intervalle de confiance "classique" qui se résume parfois sous l’adage "L’erreur commise
pour estimer la proportion d’une population est de 'ordre de I'inverse de la racine carré de la
taille de I’échantillon."
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